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定義

2-マッチング

G = (V,E): 単純無向グラフ

 多項式時間可解 (マッチングに帰着)
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w ∈ RE : 辺重み

F⊆E が 2-マッチング
⟺ F の各頂点での次数 ≤ 2

F⊆E が 2-因子
⟺ F の各頂点での次数 = 2

閉路 + パス

閉路

問題

|F| 最大の 2-マッチング

w(F)=∑e∈F w(e) 最小の 2-因子



4巡回セールスマン問題 (TSP)

 NP困難

 大きな未解決問題

 4/3 予想: 
メトリック TSP の自然な整数計画表現とその線形計画緩和の
最適値の比が 4/3 

 Barnette 予想: 
「3点連結 3正則 平面 2部 グラフはハミルトン閉路をもつ」
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定義 F⊆E が ハミルトン閉路

⟺ F は一つの閉路からなる 2-因子

問題 ハミルトン閉路 F 

w(F) = ∑e∈F w(e) 最小のハミルトン閉路

 2辺連結

 2-因子
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6Ck-free 2-マッチング

G = (V,E): 単純無向グラフ

k ∈ Z+ ×C3-free

○ C3-free
× C4-free

○ C4-free

 k ≤ 2  2-マッチング問題と同じ
 k ≥ |V|/2  ハミルトン閉路問題を含む

定義

2-マッチング F が Ck-free
⟺ F は長さ k 以下の閉路を含まない

問題

|F| 最大の Ck-free 2-マッチング



7Ck-free 2-因子を用いた近似アルゴリズム

 ハミルトン閉路問題の緩和問題

 グラフ的 TSP
(= 最小全域オイラー部分グラフ)

 最小全域 2 辺連結部分グラフ

 Ck-free 2-因子が求まる  (1 + 
𝟐

𝒌+𝟏
)-近似

辺数 ≤ 𝑛 + 2 ∙ (
𝑛

𝑘+1
− 1) 辺数 ≤ 𝑛 + 2 ∙ (

𝑛

𝑘+1
− 1)

Ck-free 2-因子 Ck-free 2-因子



8Ck-free 2-マッチングの計算複雑度

 一般グラフ

 ２部グラフ

k = 3: 多項式時間アルゴリズム [Hartvigsen 1984]

k = 4: 計算複雑度不明

k ≥ 5: NP 困難 [Papadimitriou 1978]

k = 4: 

 最大最小定理 [Király 99, Frank 03]

 多項式時間アルゴリズム [Hartvigsen 06, Pap 07, Babenko 12]

k ≥ 6: NP 困難 [Geelen 1999]



9最大最小定理  C4-free 2-因子

max {|F| : F は C4-free 2-マッチング} 
= min{ 𝑉 + 𝑋 − 𝑞  𝑋 ∶ 𝑋 ⊆ 𝑉}

定理 [Király ’99]

G = (V,E) : ２部グラフ

𝑞  𝑋 = 4

𝑋

𝑞  𝑋 = #{ , , in 𝐺[  𝑋]}

max {|F| : F は C4-free 2-マッチング} 
= min{2 𝑋 + |𝐸  𝑋 | − 𝑐  𝑋 ∶ 𝑋 ⊆ 𝑉}

定理 [Frank ’03]

𝑐  𝑋 = #{ in 𝐺[  𝑋]}

𝑐  𝑋 = 1

G: r-正則 2 部グラフ  上記の 2 定理の右辺 ≥|V|, 
(r ≥ 3)                     i.e., G は C4-free 2-因子をもつ

定理 [本研究]



104/3 近似

グラフ的 TSP, 最小2辺連結部分グラフの 4/3 近似系

G: 正則 2 部グラフ  G は C4-free 2-因子をもつ定理

 最小２辺連結部分グラフ

• [Sebő, Vygen 13]: 4/3 近似 (一般グラフ)

 関連研究

 グラフ的 TSP

• [Karp, Ravi 14] 9/7 近似 (３正則２部グラフ)

𝟗

𝟕
+

𝟏

𝟐𝟏(𝒓−𝟐)
近似 (r 正則２部グラフ) 

• [van Zuylen 15] 5/4 近似 (３正則２部グラフ)

アルゴリズム中で暗に C4-free 2-因子 を構成
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定理 [Petersen 1891]

２辺連結３正則グラフにおける 2-因子

G: 2辺連結 3正則グラフ

G は完全マッチングをもつ

G はすべての３辺カット・４辺カットと交わる 2-因子をもつ

定理 [Kaiser, Škrekovski 2008]

3辺カット 4辺カット 4辺カットでない

{3,4}-被覆 2-因子
⇔ G は 2-因子をもつ



13A-被覆 2-因子

A⊆Z

2-因子 F が A-被覆
def

∀k∈A, F はすべての k 辺カットと交わる

定義

 [Kaiser, Škrekovski 2008]
∀２辺連結３正則グラフは {3,4}-被覆 2-因子をもつ

 [Boyd, Iwata, T. 2013]

２辺連結３正則グラフ: 最小重み {3}-被覆 2-因子アルゴリズム

{3,4}-被覆 2-因子アルゴリズム

 [Čada, Chiba, Ozeki, Vrána, Yoshimoto 2013]

{4,5}-被覆 2-因子が存在しないグラフの例

 ハミルトン閉路 = Z-被覆 2-因子



14３正則グラフにおける {3,4}-被覆 2-因子

 {3}-被覆 2-因子  C3-free

 {3,4}-被覆 2-因子  C4-free

 G: ３正則グラフ

 G: ３辺連結３正則グラフ

 最小２辺連結部分グラフ

• [Huh 2004] 5/4 近似
• [Boyd, Iwata, T. 2013] 6/5 近似  [本研究]

7/6 近似 (+２部)
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補題 [Boyd, Iwata, T. 2013]

u*

u*

4/3 近似からの改良

C: F の短い閉路
C 中の頂点 v* に到達

 G[C] に v* から u* へのハミルトンパスがあり, 
u* から別の閉路に隣接する

v*
v*

 短い: 長さ ≤ 10

 長い: 長さ ≥ 12 

{3,4}-被覆 2-因子 F の閉路 : 



16アルゴリズム

H H

 H に戻る  H を更新  長い閉路 CL に戻る
 CL～CL を一つの閉路とみなす

H

CL
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v

アルゴリズム

 短い閉路 CS (の頂点 v) に戻る  v～v を一つの閉路とみなす

H

CS

 [Boyd, Iwata, T. 2013]

|CS| = 10 では不成立  6/5 近似

 [本研究] ２部グラフならば

|CS| = 10 でも成立  7/6 近似

• 長さ 6, 8, 10  +1 本

• 長さ ≥ 12  +2 本

補題

G: 3辺連結3正則2部グラフ
 は CS 以外の

閉路に隣接する



18補題の略証

CS

 F が {3,4}-被覆 2-因子

G が 3 辺連結
 |K1|,|K2| ≥ 5

 G が 3 正則 2 部  |K1|,|K2| は偶数

∴ |K1|,|K2| ≥ 6  |CS| ≥ 12

K1 K2
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20まとめ・今後の課題

 グラフ的 TSP

 正則２部グラフ: 4/3 近似

 最小２辺連結部分グラフ

 正則２部グラフ: 4/3 近似

C4-free 2-因子

 ３辺連結３正則２部グラフ: 7/6 近似 {3,4}-被覆 2-因子

 4/3 予想: 
メトリック TSP の自然な整数計画表現とその線形計画緩和の
最適値の比が 4/3 

 Barnette 予想: 
「3点連結 3正則 平面 2部 グラフはハミルトン閉路をもつ」

 近似率の改善・グラフクラスの拡大


