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定義

マッチング と 2-マッチング

 無向グラフ G = (V,E) 

 F⊆E が マッチング
⟺ |F∩δv| ≤ 1  ∀v∈V

 x: EZ≥0 が 2-マッチング
⟺ ∑e∊δvx(e) ≤ 2 ∀v∈V

F2

F1

F3

F

➢ 2t としたものが t-マッチング
➢ 本発表では主に t=1,2

並行辺・自己閉路 なし

t = 3

定義

 特に, x: E{0,1} ならば
単純 2-マッチング

v

δv



3本研究の位置づけ: 本枠組に含まれる問題

 マッチング

 ２部グラフにおける
単純 Square-free 2-マッチング

 Triangle-free 2-マッチング

 ハミルトン閉路

制約追加

(and more…)

本枠組



4本研究で解いた部分

 マッチング

 ２部グラフにおける
単純 Square-free 2-マッチング

 Triangle-free 2-マッチング

 ハミルトン閉路

本枠組

↑ 多項式時間可解

↓ NP 完全

本研究

➢ 最大最小定理
➢ 整数性をもつ線形計画表現
➢ 組合せ的アルゴリズム
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6最大マッチング問題

最大マッチング問題

 |F| が最大のマッチングを求めよ

最大 2-マッチング問題

 ∑e∊E x(e) が最大の 2-マッチングを求めよ

➢ 多項式時間可解
• 最大最小定理 [Tutte ’47, Berge ’58]

• 整数性をもつ線形計画表現 [Cunningham & Marsh ’78]

• 組合せ的アルゴリズム [Edmonds ’65]

F2

F1

F4

F3

F

∑e∊E w(e)x(e) の最大化

(w: E  Z≥0 は辺重み)

𝑋



7ハミルトン閉路問題

定義

 F⊆E が ハミルトン閉路
⟺ F は全頂点をちょうど１回通る閉路

ハミルトン閉路問題

 (V,E) がハミルトン閉路を
もつかどうか判定せよ

➢ NP 困難

⟺ F は全頂点に２本の辺が接続
辺数 |V| - 1 以下の閉路を含まない



8Triangle-free 2-マッチング

定義 (Triangle-free 2-マッチング)

 2-マッチング x∊{0,1,2}E が Triangle-free
⟺ 辺数 3 の閉路をもたない

F1

F2

F3

F4

➢ は OK

定理 [Cornuéjols & Pulleyblank ’80]

 ∑x(e) の最大化 および

∑w(e)x(e) の最大化 は多項式時間可解
➢ 最大最小定理
➢ 整数性をもつ線形計画表現
➢ 組合せ的アルゴリズム

×

◎

◎

○



9単純 Square-free 2-マッチング

定義 (Square-free 2-マッチング)

 単純 2-マッチング x∊{0,1}E が Square-free
⟺ 辺数 4 の閉路をもたない

２部グラフでの先行研究

 |F| の最大化: 多項式時間可解
➢ 最大最小定理 [Kiraly ’99, Frank ’03]
➢ 組合せ的アルゴリズム [Hartvigsen ’99, ’06; Pap ’07]
➢ 正準分解 [T. ’15]

 w(F) の最大化: NP 困難
➢ ある条件 (後述) のもとで多項式時間可解

✓ 整数性をもつ線形計画表現＋楕円体法 [Makai ’07]
✓ 組合せ的アルゴリズム [T. ’09]

×

◎

 一般グラフでの |F| の最大化: 未解決
➢ 離散凸構造はある [小林, Szabó, T. ’12]
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U1

×

本研究の枠組: U-実行可能 t-マッチング

定義

t-マッチング x∊ZE が U-実行可能

⟺ ∀U∈U, 𝒙(𝑬 𝑼 ) ≤
𝒕 𝑼 −𝟏

𝟐

 頂点の部分集合族 U ⊆ 2V

 t=2: 𝑥(𝐸 𝑈 ) ≤
2 𝑈 −1

2
= 𝑈 − 1

[T. ’16]

 t=1: 𝑥(𝐸 𝑈 ) ≤
𝑈 −1

2
=  

|𝑈|

2
− 1 (|U|: 偶数)

𝑈 −1

2
(|U|: 奇数)

U1

U2

U1

×

⟺ ∀U∈U, 𝐺 𝑈 の完全 t-マッチングを含まない

U2

×

➢ U=2V∖{V} : ハミルトン閉路



12本研究で解いた範囲

• U = {U : U⊆V, |U|=4}
• t=2
 x(E[U]) ≤ |U| - 1 = 3

本研究の成果

G: ２部グラフ


∀U∊U に 縮約・拡張操作 が可能 (cf. Factor-critical 性)

な場合における
✓ 最大最小定理
✓ 組合せ的アルゴリズム

U U

拡張 ➢ 線形計画表現+整数性
➢ 組合せ的アルゴリズム

重み付き (w に ある仮定)

含まれる問題:
➢ マッチング
➢ Triangle-free 2-マッチング
➢ 単純 square-free 2-マッチング

(２部グラフ)

一般グラフ, t=1

(次ページ)

× ◎



13Triangle-free 2-マッチング を２部グラフに帰着

 G=(V,E): 一般グラフ

 G’=(V’,E’): ２部グラフ
➢ V’ = V1∪V2

➢ E’ = {u1v2, v1u2 : uv∊E}
 t = 1
 U = {U1∪U2 : U⊆V, |U|=3}

命題

|G の最大 triangle-free 2-マッチング| 
＝ |G’ の最大 U-実行可能 1-マッチング|

u v

x

yz

u1

v1

x1

y1

z1

u2

v2

x2

y2

z2



14一般グラフのマッチング を２部グラフに帰着

 G=(V,E): 一般グラフ

 G’=(V’,E’): ２部グラフ
➢ V’ = V1∪V2

➢ E’ = {u1v2, v1u2 : uv∊E}
 t = 1
 U = {U1∪U2 : U⊆V, |U| は奇数}

命題

2 × |G の最大マッチング| 
＝ |G’ の最大 U-実行可能 1-マッチング|

u v

x

yz

u1

v1

x1

y1

z1

u2

v2

x2

y2

z2



15アルゴリズム

➢ 一般グラフのマッチング: 奇閉路の縮約・拡張

➢ U-実行可能 t-マッチング: U∊U の縮約・拡張

[Edmonds ’65]

u v

v

u v

U-v の完全マッチング

v

U

U

➢ u, v で次数 1 (=t-1)
➢ U のその他の頂点は次数 2 (=t)
➢ 周囲の U’∊U でも実行可能

これが常に可能

(G,U,t) の 仮定



16最大最小定理

定理

➢ G: ２部グラフ
➢ 縮約・拡張操作が常に可能

 max{|F| : F は U-実行可能 t-マッチング}

=min{ 𝑡 𝑋 + 𝐸 𝐶𝑉−𝑋 +σ𝑈∈𝒰(𝑉−𝑋)
𝑡 𝑈 −1

2
}

𝑋

max{|M| : M はマッチング}  

= 
1

2
min{ 𝑉 + 𝑋 − odd(𝑋): 𝑋 ⊆ 𝑉}

定理 [Tutte ’47, Berge ’58]

𝑋
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18マッチングの線形計画表現

Maximize     ∑e∈E w(e) x(e)

subject to    ∑e∈δv x(e) ≤ 1 (v∈V)

∑e∈E[U] x(e) ≤ 
𝑼 −𝟏

𝟐
(U⊆V, |U| は奇数)

x(e) ≥ 0                   (e∈E)

最大重みマッチング
v

δv

U

U

上記は 整数最適解 および 双対整数最適解 をもつ

定理 [Cunningham & Marsh ’78]

𝑈 − 1

2



19ハミルトン閉路の線形計画表現

Minimize     ∑e∈E w(e) x(e)

subject to    ∑e∈δv x(e) = 2 (v∈V)

∑e∈E[U] x(e) ≤ |U| - 1 (U⊆V)

x(e)∈{0,1} (e∈E)

巡回セールスマン問題の整数計画表現

辺長 w が三角不等式をみたすとき, 

上記の整数性ギャップは高々
𝟒

𝟑
i.e., 整数計画の最適値

≥ 線形緩和の最適値 ≥ 
3

4
× 整数計画の最適値

予想 [Goemans ’95]

U

v

δv

2 𝑈 − 1

2



20Triangle-free 2-マッチングの線形計画表現

Maximimize ∑e∈E w(e) x(e)

subject to    ∑e∈δv x(e) ≤ 2 (v∈V)

∑e∈E[U] x(e) ≤ 2 (U⊆V, |U|=3)

x(e)≥0 (e∈E)

最大重み triangle-free 2-マッチング

U1

定理 [Cornuéjols & Pulleyblank ’80]

整数最適解をもつ

U2

U

U

×

◎

◎

2 𝑈 − 1

2



21単純 square-free 2-マッチングの線形計画表現

Maximize     ∑e∈E w(e) x(e)

subject to    ∑e∈δv x(e) ≤ 2 (v∈V)

∑e∈E[U] x(e) ≤ 3 (U⊆V, |U|=4)

0 ≤ x(e) ≤ 1 (e∈E)

最大重み単純 square-free 2-マッチング

定理 [Makai ’07, T. ’09]

➢ G: ２部グラフ
➢ 辺重み w が以下をみたす:

任意の square U において
w(u1v1)+w(u2v2) = w(u1v2)+w(u2v1)

 整数最適解および双対整数最適解をもつ

U

U

×

◎

u1

u2

v1

v2

2 𝑈 − 1

2



22最大重み U-実行可能 t-マッチングの線形計画表現

Maximize     ∑e∈E w(e) x(e)

subject to    ∑e∈δv x(e) ≤ t (v∈V)

∑e∈E[U] x(e) ≤
𝒕 𝑼 −𝟏

𝟐
(U∊U)

x(e) ≥ 0 (e∈E)

最大重み U-実行可能 t-マッチング

定理

U

U

×

◎

u2

v1

v2

u1

v3u3

➢ G: ２部グラフ
➢ 縮約・拡張操作が可能
➢ 辺重み w が以下をみたす:

任意の square U において
任意の完全マッチングの重みが等しい

 整数最適解および双対整数最適解をもつ
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24まとめ

 マッチング

 ２部グラフにおける
単純 Square-free 2-マッチング

 Triangle-free 2-マッチング

 ハミルトン閉路

本枠組 本研究

➢ 最大最小定理
➢ 整数性をもつ線形計画表現
➢ 組合せ的アルゴリズム

 偶因子
[Cunningham, Geelen ’01]

 Kt,t-free t-マッチング
[Frank ’03] 

 3,4-辺カットを被覆する
2-マッチング
[Kaiser, Škrekovski ’04,08]
[Boyd, 岩田, T. ’13]
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