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2ナップサック問題

• アイテム集合: 𝐸
• アイテムの価値 𝑝𝑒 ≥ 0 (𝑒 ∈ 𝐸)
• アイテムの重さ 𝑤𝑒 ≥ 0 (𝑒 ∈ 𝐸)
• ナップサックの容量 𝐶 ≥ 0

 許容解の集合 ℱ = {𝑋 ⊆ 𝐸:𝑤(𝑋) ≤ 𝐶}

maximize   𝑝(𝑋)
subject to  𝑋 ∈ ℱ

𝑤 𝑋 = ∑𝑒∈𝑋 𝑤𝑒

𝑝 𝑋 = ∑𝑒∈𝑋 𝑝𝑒

 NP 困難
 FPTAS

𝐶

 問題 𝑋 = 80 70

𝑍 = 60 50 50

100 20𝑌 =

𝑝𝑒 = 100
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3アイテム数についてのロバスト性

 アイテム数 ≤ 𝒌 の制約の下で

許容解 𝑋 がどれだけ最適に近いか

𝑝 OPT1 = 100

𝑝 OPT2 = 150

𝑝 OPT3 = 160

𝐶

100

80

70

20

60

50

20

50
最適解 OPT𝑘

𝑋 = 80 70

𝑍 = 60 50 50

100 20𝑌 =

𝑝(𝑋 1 ) = 80

𝑝(𝑋 2 ) = 150

𝑝(𝑋 3 ) = 150… …

 𝑿 のロバスト比 = 0.8

𝑋 𝑘

(𝑝 の大きい順に ≤ 𝑘 個)

𝑋 ∈ ℱ, 0 < 𝛼 ≤ 1

 𝑋が 𝜶-ロバスト
def

∀𝒌, 𝒑(𝑿 𝒌 ) ≥ 𝜶 ∙ 𝒑 OPT𝒌

 𝑋 の ロバスト比≝ 𝐦𝐢𝐧
𝒌

𝒑 𝑿 𝒌

𝒑 𝐎𝐏𝐓𝒌

定義
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5マッチング / マトロイドの共通独立集合

 Hassin, Rubinstein [2002]
3

4 6

5

8

𝑝 OPT1 = 8

𝑝(OPT2) = 10

𝑋: 0.8-ロバスト

𝑌: 0.75-ロバスト

 マッチング: ∑𝒆∈𝑿𝒑𝒆
𝟐 を最大化 

𝟏

𝟐
-ロバスト

 藤田, 小林, 牧野 [2013]

 マトロイドの共通独立集合: ∑𝒆∈𝑿𝒑𝒆
𝟐 を最大化 

𝟏

𝟐
-ロバスト


𝟏

𝟐
より大きいロバスト比のマッチングの存在判定は NP 困難

1 12
𝑝 OPT1 = 2

𝑝(OPT2) = 2

𝑋,𝑌: 
1

2
-ロバスト


𝟏

𝟐
が最大ロバスト比となる例:

 マトロイド: 貪欲算法  1-ロバスト



6ロバスト・独立システム

 垣村, 牧野 [2013]

 独立システム: ∑𝒆∈𝑿𝒑𝒆
𝟐 を最大化 

𝟏

𝝁(ℱ)
-ロバスト


𝟏

𝝁(𝓕)
が最大ロバスト比となる例

𝝁(𝓕) ≜以下をみたす最小の整数 𝜇:

𝑋, 𝑌 ∈ ℱ, 𝑒 ∈ 𝑌 − 𝑋

⇒ ∃𝑍 ⊆ 𝑋 − 𝑌

s.t. 𝑍 ≤ 𝜇, 𝑋 − 𝑍 + 𝑒 ∈ ℱ

𝑋 𝑌

𝑒
𝑍

𝑌

𝑋(𝐸, ℱ)が独立システム
def ∅ ∈ ℱ,

𝑋 ⊆ 𝑌, 𝑌 ∈ ℱ ⇒ 𝑋 ∈ ℱ

定義

定義 [Mestre 2006]



7𝝁(𝓕) : 独立システムの扱いやすさのパラメータ

 マトロイドの独立集合: 𝜇 ℱ = 1

 マッチング: 𝜇 ℱ ≤ 2

 マトロイド 𝑚 個の共通独立集合: 𝜇 ℱ ≤ 𝑚

𝑋 𝑌

𝑒
𝑍

 ナップサック問題の許容解

 𝜇 ℱ = 𝑀 (任意に大きい 𝑀)

𝑋 = 𝑒1, … , 𝑒𝑀 𝑤𝑒𝑖 =  𝐶 𝑀

𝑌 = 𝑒0 (𝑤𝑒0 = 𝐶)

 垣村, 牧野 [2013]: ∑𝒆∈𝑿𝒑𝒆
𝟐 を最大化 

𝟏

𝝁(ℱ)
-ロバスト

 垣村, 牧野, 勢見 [2012]

 ロバスト比最大のナップサック解: 弱 NP 困難 + FPTAS

𝐶

𝑌 =

𝑋 =
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9ロバスト・独立システムの確率的最適化

 Matuschke, Skutella, Soto [2015]: ゼロ和ゲーム表現

 戦略 = 許容解の確率分布

 解 𝑋𝑖 を確率 𝜆𝑖 で選択する混合戦略のロバスト比: 

min 𝐄
𝑝 𝑋 𝑘

𝑝(OPT𝑘)
= min 

∑𝑖 𝜆𝑖 𝑝(𝑋𝑖(𝑘))

𝑝(OPT𝑘)𝑘 𝑘

Alice: 𝑋 ∈ ℱ を選ぶ

Bob: (𝑋 を知った上で) アイテム数 𝑘 を決める

 Alice が受け取るペイオフ = 
𝑝(𝑋(𝑘))

𝑝(OPT𝑘)

1 12

𝑝 OPT1 = 2

𝑝(OPT2) = 2

𝑋,𝑌 のロバスト比

1

2
= 0.7071…

 例: 𝑋, 𝑌 を確率 ½ で選択する戦略

min
1

2
⋅1+

1

2
⋅ 2

2
,

1

2
⋅2+

1

2
⋅ 2

2
=

2+ 2

4
= 0.8535…



10ロバスト・独立システムの混合戦略

cf.  
1

2
= 0.7071…

1. 𝑥 を [0,1] の一様分布から選ぶ

2. 各アイテム 𝑒 について 𝑞𝑒 ≔ log2 𝑝𝑒 , 𝒑𝒆
′ ≔ 𝟐 𝒒𝒆−𝒙 として,

𝑝′(𝑋) が最大の 𝑋 ∈ ℱ を求める

価値 𝑝 を 2 のベキ乗に

丸める

 マッチング

 マトロイドの共通独立集合

 Strongly base orderable matroid parity

(𝐸, ℱ)が以下をみたすとき, 上記の混合戦略のロバスト比は
𝟏

𝐥𝐧 𝟒
:

 各 𝑝𝑒 が 2 のベキ乗のときに 𝒑(OPT(∙)) が凹関数, i.e., 

𝑝 OPT 𝑘 + 𝑝 OPT 𝑘 + 2 ≤ 2 ⋅ 𝑝 OPT 𝑘 + 1 ∀𝑘

定理 [MSS 15]

0.7213…

 Matuschke, Skutella, Soto [2015]



11[本研究] ロバスト・ナップサックの混合戦略

1. 上界 𝐎
𝐥𝐨𝐠 𝐥𝐨𝐠 𝝁(𝓕)

𝐥𝐨𝐠 𝝁(𝓕)
, 𝐎

𝐥𝐨𝐠 𝐥𝐨𝐠 𝝆(𝓕)

𝐥𝐨𝐠 𝝆(𝓕)

2. 下界 𝛀
𝟏

𝐥𝐨𝐠 𝝁(𝓕)
, 𝛀

𝟏

𝐥𝐨𝐠 𝝆(𝓕)
: 混合戦略を設計

3. 独立システムに拡張: 𝐎
𝟏

𝐥𝐨𝐠 𝝁(𝓕)
, 𝐎

𝟏

𝐥𝐨𝐠 𝝆(𝓕)
, 𝛀

𝟏

𝐥𝐨𝐠 𝝆(𝓕)

 純粋戦略のロバスト比: 
𝟏

𝝁(𝓕)
がタイト[垣村, 牧野 13]

 混合戦略のロバスト比 [本研究]

𝜇(ℱ):いくらでも大きくなる

𝝆(𝓕): 独立システムの

新たな指標を導入



12成果 1. ロバスト比の上界: 難しい例

タイプ 𝑤𝑒 𝑝𝑒 個数  𝑝𝑒 𝑤𝑒 𝑝 の合計

0 𝑀2𝑇 𝑀2𝑇 1 1 𝑀2𝑇

1 𝑀2𝑇−2 𝑀2𝑇−1 𝑀2 𝑀 𝑀2𝑇+1

∶ ∶ ∶ ∶ ∶ ∶

𝑖 𝑀2𝑇−2𝑖 𝑀2𝑇−𝑖 𝑀2𝑖 𝑀𝑖 𝑀2𝑇+𝑖

∶ ∶ ∶ ∶ ∶ ∶

𝑇 1 𝑀𝑇 𝑀2𝑇 𝑀𝑇 𝑀3𝑇

𝑝 OPT 1 = 𝑀2𝑇

𝑝 𝑂𝑃𝑇 𝑀2𝑇 = 𝑀3𝑇

𝐶 = 𝑀2𝑇

…

任意の混合戦略のロバスト比 ≤
𝟏

𝑻+𝟏
+

𝟐

𝑴

定理 [本研究]

 混合戦略でも定数のロバスト比を達成できない



13𝝆(ℱ): 独立システムの新たなパラメータ

 一様マトロイド ⟺ 𝜌 ℱ = 1

(cf. マトロイド ⟺ 𝜇 ℱ = 1 )

𝝆 𝓕 ≔
𝒕

𝒔
, ただし

𝒔 ≔ min 𝑋 : 𝑋 ∉ ℱ − 1, 𝒕 ≔ max{ 𝑋 : 𝑋 ∈ ℱ}

定義

 𝑝(𝑋) の最大化に対する貪欲算法の近似比は

 1/𝜇(ℱ) [Mestre 2006]

 𝟏/𝝆(𝓕) [本研究]

 𝝆(𝓕)/𝝁(𝓕) は任意の値をとる [本研究]

定理

𝐸

∅

𝓕

𝑡

𝑠

 𝜌 ℱ , 𝜇(ℱ) ともに マトロイドからの遠さ の指標

最適化のしやすさ

𝑋 𝑌

𝑒
𝑍

𝝆(𝓕)

𝝁(𝓕)



14成果 1. ロバスト比の上界: 難しい例

タイプ 𝑤𝑒 𝑝𝑒 個数  𝑝𝑒 𝑤𝑒 𝑝 の合計

0 𝑀2𝑇 𝑀2𝑇 1 1 𝑀2𝑇

∶ ∶ ∶ ∶ ∶ ∶

𝑖 𝑀2𝑇−2𝑖 𝑀2𝑇−𝑖 𝑀2𝑖 𝑀𝑖 𝑀2𝑇+𝑖

∶ ∶ ∶ ∶ ∶ ∶

𝑇 1 𝑀𝑇 𝑀2𝑇 𝑀𝑇 𝑀3𝑇

𝐶 = 𝑀2𝑇

…

任意の混合戦略のロバスト比 ≤
𝟏

𝑻+𝟏
+

𝟐

𝑴

定理 [再]

 𝝁 𝓕 = 𝑴𝟐𝑴, 𝝆 𝓕 = 𝑴𝟐𝑴

𝓕

𝑡

𝑠

𝑋 𝑌

𝑒
𝑍



15成果 1. ロバスト比の上界: 難しい例

タイプ 𝑤𝑒 𝑝𝑒 個数  𝑝𝑒 𝑤𝑒 𝑝 の合計

0 𝑀2𝑴 𝑀2𝑴 1 1 𝑀2𝑴

∶ ∶ ∶ ∶ ∶ ∶

𝑖 𝑀2𝑴−2𝑖 𝑀2𝑴−𝑖 𝑀2𝑖 𝑀𝑖 𝑀2𝑴+𝑖

∶ ∶ ∶ ∶ ∶ ∶

𝑇 = 𝑴 1 𝑀𝑴 𝑀2𝑴 𝑀𝑴 𝑀3𝑴

𝐶 = 𝑀2𝑇

…

任意の混合戦略のロバスト比 ≤
𝟑

𝑴

定理 [再]

 𝝁 𝓕 = 𝑴𝟐𝑴, 𝝆 𝓕 = 𝑴𝟐𝑴 log𝑀2𝑀 = Θ 𝑀 log𝑀

log log𝑀2𝑀 =Θ log𝑀



16成果 1. ロバスト比の上界: 難しい例

タイプ 𝑤𝑒 𝑝𝑒 個数  𝑝𝑒 𝑤𝑒 𝑝 の合計

0 𝑀2𝑴 𝑀2𝑴 1 1 𝑀2𝑴

∶ ∶ ∶ ∶ ∶ ∶

𝑖 𝑀2𝑴−2𝑖 𝑀2𝑴−𝑖 𝑀2𝑖 𝑀𝑖 𝑀2𝑴+𝑖

∶ ∶ ∶ ∶ ∶ ∶

𝑇 = 𝑴 1 𝑀𝑴 𝑀2𝑴 𝑀𝑴 𝑀3𝑴

𝐶 = 𝑀2𝑇

…

任意の混合戦略のロバスト比 ≤
𝟑

𝑴
= 𝐎

𝐥𝐨𝐠 𝐥𝐨𝐠 𝝁 𝓕

𝐥𝐨𝐠 𝝁 𝓕

= 𝐎
𝐥𝐨𝐠 𝐥𝐨𝐠 𝝆 𝓕

𝐥𝐨𝐠 𝝆 𝓕

定理 [本研究]

 𝝁 𝓕 = 𝑴𝟐𝑴, 𝝆 𝓕 = 𝑴𝟐𝑴 log𝑀2𝑀 = Θ 𝑀 log𝑀

log log𝑀2𝑀 =Θ log𝑀



17成果 2-1. ロバスト比の下界: 𝛀  𝟏 𝐥𝐨𝐠 𝝆(𝓕)

 ∀𝑖 ∈ 0,1,… ,𝑚 について, 𝑿𝒊 = 𝐎𝐏𝐓𝟐𝒊⋅𝒔 を確率
𝟏

𝒎+𝟏
で選択

(A) のロバスト比 ≥
𝟏

𝒎+𝟏
= 𝛀

𝟏

𝐥𝐨𝐠 𝝆 𝓕

定理 [本研究]

𝓕

𝑡

𝑠

OPT2𝑚⋅𝑠

OPT20⋅𝑠

:

混合戦略 (A)

[略証] 𝑠 ≤ 𝑘 < 2𝑚 ⋅ 𝑠 の場合: 

𝟐𝒊 ⋅ 𝒔 ≤ 𝒌 < 𝟐𝒊+𝟏 ⋅ 𝒔 なる 𝑖 ∈ 0,1,… ,𝑚 − 1 が存在して，

𝑚 ≔ log 𝜌(ℱ)

𝒑 𝐎𝐏𝐓𝟐𝒊⋅𝒔(𝒌) = 𝑝 OPT2𝑖⋅𝑠 ≥ 𝑝 OPT𝑘 2𝑖 ⋅ 𝑠 ≥
2𝑖⋅𝑠

𝑘
𝑝 OPT𝑘 ≥

𝒑 𝐎𝐏𝐓𝒌

𝟐
,

𝒑 𝐎𝐏𝐓𝟐𝒊+𝟏⋅𝒔(𝒌) ≥
𝑘

2𝑖+1
𝑝 OPT2𝑖+1⋅𝑠 ≥

𝟏

𝟐
𝒑(𝐎𝐏𝐓𝒌)

⟹ 𝐄 𝒑 𝑿𝒌 ≥
1

𝑚+1
𝑝 OPT2𝑖⋅𝑠 + 𝑝 OPT2𝑖+1⋅𝑠 ≥

𝟏

𝒎+𝟏
𝒑 𝐎𝐏𝐓𝒌 ∎



18

𝑋0

1. 𝑋∗: 最適解, 𝑌: 𝑤 の大きい順に 𝑠 個

2. 𝑋0 ⊆ 𝑋: 𝑤 𝑋0 ≤ 𝐶 − 𝑤(𝑌) でアイテム数最大

3. 𝐶′ ≔ 𝐶 −𝑤(𝑋0), 𝐸
′ ≔ 𝐸 − 𝑋0, 𝑚

′ ≔
log 𝑋∗−𝑋0

𝑠

4. ∀𝑖 ∈ 0,1,… ,𝑚′ について, 𝐎𝐏𝐓′𝟐𝒊⋅𝒔 ∪ 𝑿𝟎 を確率
𝟏

𝒎′+𝟏
で選択

成果 2-2. ロバスト比の下界: 𝛀  𝟏 𝐥𝐨𝐠 𝝁(𝓕)

(B) のロバスト比 ≥
𝟏

𝟒(𝒎′+𝟏)
= 𝛀

𝟏

𝐥𝐨𝐠 𝝁 𝓕

定理 [本研究]

混合戦略 (B)

𝓕

𝑡

𝑠
𝑌

𝑋∗

𝐶

𝑌

𝑋∗

cf. 純粋戦略: 
𝟏

𝝁(𝓕)
[垣村, 牧野 13]
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20まとめ・今後の課題

1. ロバスト比の上界 𝐎
𝐥𝐨𝐠 𝐥𝐨𝐠 𝝁(𝓕)

𝐥𝐨𝐠 𝝁(𝓕)
, 𝐎

𝐥𝐨𝐠 𝐥𝐨𝐠 𝝆(𝓕)

𝐥𝐨𝐠 𝝆(𝓕)

2. ロバスト比の下界 𝛀
𝟏

𝐥𝐨𝐠 𝝁(𝓕)
, 𝛀

𝟏

𝐥𝐨𝐠 𝝆(𝓕)
: 混合戦略を設計

3. 独立システムに拡張: 𝐎
𝟏

𝐥𝐨𝐠 𝝁(𝓕)
, 𝐎

𝟏

𝐥𝐨𝐠 𝝆(𝓕)
, 𝛀

𝟏

𝐥𝐨𝐠 𝝆(𝓕)

 本研究: ロバスト・ナップサックの混合戦略

 今後の課題

1. 上界と下界のギャップ

2. 独立システムの Ω
1

log 𝜇(ℱ)
-ロバスト混合戦略

3. Rank quotient 𝑟(ℱ) による評価

𝑟 ℱ := min
𝑋⊆𝐸

max{|𝑋 内の極大許容解|}

min{|𝑋 内の極大許容解|}


